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1. INTRODUCTION
Un germe F de feuilletage analytique orientable a l’origine de R2 est par
de finition la donne e d’une e quation |=0 ou |=adx+bdy de signe un
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i.e. les trajectoires du champ de vecteurs X=b(x, y) x&a(x, y) y.
Nous noterons indiffe remment F| ou FX le germe F. Lorsque les coef-
ficients de la forme | s’annulent simultane ment en 0 # R2, F| est dit
singulier. Dans la suite nous ne nous inte ressons qu’a des singularite s
alge briquement isole es : le quotient R[x, y](a, b) est toujours suppose de
dimension finie.
1.1. Feuilletages analytiques, groupes de germes de diffe omorphismes
holomorphes et proble me du centre
On se propose d’e tablir dans un premier temps, un the ore me de
re alisabilite d’holonomie pour des feuilletages analytiques re els. Il s’agit de
faire correspondre a un groupe G de germes de diffe omorphismes holo-
morphes de (C, 0) un germe F de feuilletage analytique monodromique1
dont l’holonomie projective est pre cise ment le groupe conside re . L’inte re^t
d’un tel re sultat re side dans les faits suivants.
1. Le groupe G est par construction un invariant analytique de F et
ses proprie te s alge briques se refle tent sur la ge ome trie du feuilletage. Le
the ore me suivant (‘‘type the orie de Galois’’) ge ne ralisant les e nonce s classi-
ques de [13] et [5] illustre ce phe nome ne : le groupe G est re soluble de s
que le germe F posse de une inte grale premie re liouvillienne (i.e. les feuilles
de F sont les niveaux d’une fonction liouvillienne).
2. Dans le me^me ordre d’ide es, on peut imposer une condition sur les
ge ne rateurs du groupe G pour que le germe de feuilletage F soit irre duc-
tible. Plus pre cise ment, l ’inde pendance multiplicative sur Z des parties
line aires des ge ne rateurs impose que F ne peut e^tre holomorphiquement con-
jugue a l ’image re ciproque d ’un autre germe de feuilletage par une applica-
tion sans e clatement non triviale. L’irre ductibilite est, en particulier, une
obstruction a la re versibilite , i.e. a l’existence d’une involution renversant
l’orientation et pre servant le feuilletage.
3. On obtient une expression tre s simple de l’application premier
retour de Poincare en termes d’e le ments de G. Ceci nous permet notam-
ment de construire des feuilletages a holonomie prescrite pour lesquels
l’origine est un centre (cf. ci-dessous).
Rappelons qu’un germe F| de feuilletage analytique est a configuration
centraleon dit encore que l’origine est un centre pour F|si et seulement
si toutes les solutions non triviales de l’e quation |=0 sont home omorphes
a des cercles. Cette condition e quivaut a ce que toutes les orbites non
singulie res du champ X dual de | soient pe riodiques. Un des proble mes
245FEUILLETAGES ANALYTIQUES RE ELS
1 Voir le paragraphe 1.3 pour les de finitions pre cises.
File: 505J 317303 . By:CV . Date:31:10:96 . Time:08:11 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3413 Signs: 2697 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
importants dans la the orie des e quations diffe rentielles ordinaires (voir [1],
[21] et l’historique qui suit) consiste a trouver, si possible, des crite res
permettant de de cider si un (germe de) feuilletage (analytique) est a con-
figuration centrale : c’est le proble me du centre. Il apparait que tous les
centres analytiques envisage s dans les travaux pre ce dents (connus des
auteurs) sont re versibles ou inte grables au sens de Liouville. Dans [23]
(voir aussi [21]), H. Zoladek e nonce qu’il en est toujours ainsi lorsque l’on
ne conside re que les feuilletages alge briques (i.e. lorsque la 1-forme | est
polynomiale): ‘‘Any polynomial system with center is either integrable
(with Darboux or DarbouxSchwartzChristoffel integral2) or is rationally
reversible.’’ En produisant un contre-exemple gra^ce aux re sultats
pre ce dents, nous montrons qu’une telle alternative ne saurait exister pour
les feuilletages analytiques.
Pour terminer, nous pre cisons la topologie des feuilletages analytiques a
configuration centrale et a holonomie projective non re soluble. Nous
utilisons pour cela le the ore me d’ I. Nakai ([18]) donnant la description
de la dynamique des groupes non re solubles de germes de diffe omor-
phismes holomorphes de (C, 0).
1.2. Historique
C’est H. Poincare ([20]) qui, au travers de ses recherches sur la stabilite
du syste me solaire, donne toute son importance a l’e tude des centres. Il
apparait en effet qu’un syste me re gi par une e quation diffe rentielle |=0 ou
| est un germe de 1-forme analytique a l’origine de R2, est stable si et
seulement si le germe de feuilletage F| est a configuration centrale. Dans
ce cas, le 1-jet de | est, dans un syste me de coordonne es ade quat et a con-
stante multiplicative pre s, de l’un des trois types de cris ci-dessous:
1. j 1|=d(x2+y2) et on dit que 0 est un centre non de ge ne re ;
2. j 1|=ydy et on dit que 0 est un centre nilpotent;
3. j 1|#0.
Le the ore me suivant est du^ a H. Poincare ([20]) lorsque | est alge brique
et a M. A. Liapounov ([11]) lorsque | est analytique : un germe F| de
feuilletage analytique pour lequel 0 est un centre non de ge ne re est analytique-
ment inte grable. C’est dire de fac on e quivalente qu’il existe un germe de
fonction analytique de Morse, f (x, y)=x2+y2+ } } } tel que | 7 df=0.
Dans ces conditions, on peut line ariser gra^ce au lemme de Morse le germe
| ; le feuilletage F| est re versible et apparait comme l’image re ciproque de
Fd(x+y2) par l’application pli (x, y)  (x2, y). Comme nous l’a signale le
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referee, il faut pre ciser que cette proprie te de normalisation porte sur le
feuilletage et non sur un champ de vecteurs utilise pour le de finir.
La de monstration de H. Poincare (comme celle de M. A. Liapounov) est
longue et difficile. Nous allons esquisser une preuve plus moderne utilisant
des re sultats de [13] (voir [15])). Elle repose sur un argument essentiel
pour la suite, c’est ce qui justifie que nous la reprenions dans ses grandes
lignes.
Notons FC| le germe de feuilletage holomorphe obtenu par complexifica-
tion de F| . Il s’agit du germe de feuilletage d’e quation |C=0 ou |C est
le germe de 1-forme holomorphe obtenu en complexifiant les variables du
germe |. Soit ?: C 2  C2 l’application d’e clatement de l’origine de C2
de finie par ?(x, t)=(x, tx) et soit F C| l’e clate strict de F
C
| . Le diviseur
exceptionnel ?&1(0), isomorphe a CP1 , est une se paratrice de F C| ; les
points (0, i) et (0, &i) sont des singularite s re duites du feuilletage. Pour
obtenir le re sultat, il suffit de prouver que l’image de la repre sentation
d’holonomie projective (voir le paragraphe 1.3 pour la de finition) :
HF|C : ?1(?
&1(0)"[(0, i); (0, &i)])(x=0, t=0)  Diff(C, 0)
est un groupe fini de germes de diffe omorphismes de la transversale (t=0)
de C 2 (on applique ensuite un re sultat de [13]). Le repre sentant : du
ge ne rateur de ?1(?&1(0)"[(0, i); (0, &i)])(x=0, t=0) que l’on choisit pour
faire les calculs est le lacet
:=?&1(R2) & ?&1(0)
isomorphe a RP1 . Posons h=HF|C([:]).
L’image h(x) d’un point x appartenant a R+_[0]/C 2 est l’extre mite
du chemin #~ x obtenu en relevant : dans les feuilles de F C| a partir du point
x ([13]). Compte tenu de ce qu’un voisinage tubulaire re el de : est une
bande de Moebius, ce chemin se projette par ? sur l’unique chemin #x de
R2"[0] qui satisfait :
v le chemin #x est tangent a F| , i.e. ve rifie #x*|#0;
v l’origine de #x est le point x;
v l’extre mite de #x note e P+(x) appartient a R&_[0].
Le chemin #~ h(x) se projette de la me^me fac on sur un unique chemin #h(x) de
R2"[0] d’origine P+(x), d’extre mite note e P&(P+(x)) appartenant a
R+_[0] et tel que #*h(x)|#0.
On constate que l ’application premier retour de Poincare de F| , P=
P& b P+, est la restriction a R+ de l ’e le ment h b h du groupe d ’holonomie
projective de F C| . On en de duit que P est l’identite , i.e. F| est a configura-
tion centrale si et seulement si h b h est l’identite .
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En 1908, H. Dulac ([8]) de montre un analogue ‘‘global’’ de ce re sultat
pour les feuilletages quadratiques : si | est une 1-forme polynomiale de
degre deux et 0 est un centre non de ge ne re pour le feuilletage F| , alors il
existe une fraction rationnelle R telle que R| soit une 1-forme ferme e. De
tels feuilletages sont en particulier inte grables au sens de Liouville (une
inte grale premie re est une primitive de R|). Ceci permet a H. Dulac de
donner la classification comple te de ces centres.
Lors de leur e tude sur la de composition en composantes irre ductibles de
la varie te des feuilletages quadratiques de codimension un des espaces pro-
jectifs, les deux derniers auteurs ont e te amene s a e tendre l’e nonce pre ce -
dent au cas ‘‘quadratique projectif ’’ ([4]). La classification de H. Dulac
intervient de fac on essentielle dans la de composition cherche e : a tout
feuilletage alge brique F de CPn on associe un feuilletage alge brique de
CP2 a configuration centrale en restreignant F a un 2-plan ayant un con-
tact ge ne rique avec F en un point ge ne rique (voir [4] pour plus de
de tails).
Revenons au proble me local. Nous nous inte ressons de sormais a un
germe de feuilletage analytique F| pour lequel 0 est un centre nilpotent.
Dans [3], M. Brunella traite le cas ‘‘ge ne rique’’: le feuilletage FC| se
de singularise apre s deux e clatements (voir les ‘‘formes normales’’ dans
[17]). Comme dans la preuve du the ore me de Poincare , on associe a F|
un groupe d’holonomie projective qui cette fois est engendre par deux ger-
mes h1 et h2 de diffe omorphismes holomorphes. L’application premier
retour de Poincare P est encore un e le ment de ce groupe, il s’agit en fait
du commutateur des germes h1 et h2 . M. Brunella en de duit que les centres
qu’il conside re sont re versibles. Ils sont par ailleurs ge ne riquement
inte grables au sens de Liouville (d’apre s [13] et [5]).
La re versibilite dans le cas ge ne ral est e tablie dans [2] ou l’on montre
e galement que si 0 est un centre nilpotent d ’un germe F| de feuilletage
analytique, il existe un germe ’ de 1-forme analytique et un germe F d ’ap-
plication pli tels que l ’on ait F|=F*F’ . La description des germes ’
pouvant apparaitre permet de donner, gra^ce a un the ore me de conjugaison
e quivariante, la classification analytique comple te de ces centres.
Quant au cas 3, on sait bien peu de choses a son sujet... Nous montrons,
comme corollaire de la construction principale, l’existence d’un feuilletage
analytique F| a configuration centrale, et tel que j 1|#0, qui est irre duc-
tible et sans integrale premie re de type Liouville.
1.3. Notations et de finitions
Nous pre cisons dans ce paragraphe le vocabulaire utilise par la suite.
Feuilletages monodromiques. Un germe F| de feuilletage analytique
singulier orientable a l’origine de R2 est dit monodromique si a tout germe
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Fig. 1. L’application P+.
de courbe analytique {: (R+, 0)  (R2, 0) correspond un germe d ’applica-
tion premier retour de Poincare : pour t>0 petit, la feuille oriente e de F|
issue de {(t) recoupe { une premie re fois en P({(t)). Si P est le germe de
l’identite l’origine est un centre pour F| . Si ce n’est pas le cas, 0 est un
point fixe isole ([9] et [10]). Lorsqu’elle est e value e sur R+_[0], cette
application de Poincare s’e crit comme le compose P=P& b P+ des demi-
applications de Poincare infe rieure et supe rieure de finies comme suit ([2]).
v Soit x # R+_[0], la feuille oriente e issue de x coupe une premie re
fois R&_[0] en P +(x) (Fig. 1).
v Soit x # R&_[0], la feuille oriente e issue de x coupe une premie re
fois R+_[0] en P &(x) (Fig. 2).
Complexification. Nous notons FC| le germe de feuilletage holomorphe
obtenu par complexification de F| . Il a pour e quation |C=0 ou |C
de signe le germe de 1-forme holomorphe tel que |CR2=|. Les feuilles de
F|
C sont tangentes a R2, leurs traces re elles forment les feuilles de F| .
Holonomie projective d ’un germe de feuilletage holomorphe. Soit F un
germe de feuilletage holomorphe en 0 # C2 a singularite isole e. Notons C 2
la varie te holomorphe obtenue en e clatant l’origine de C2 par le morphisme
? d’expression ?(x, t)=(x, tx) et ?(s, y)=(sy, y). Nous supposons dans
toute la suite de ce texte que le feuilletage F n’est pas dicritique: le diviseur
Fig. 2. L’application P&.
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exceptionnel ?&1(0) est une se paratrice du feuilletage F e clate strict de F.
Par un changement de coordonne es line aire sur (C2, 0), on se rame ne au
cas ou le co^ne tangent C(F) de F, c’est a dire l’ensemble des singularite s
de F sur ?&1(0), se trouve dans le domaine de la carte (x, t) de C 2 et ne
contient pas le point (0, 0). Le diviseur exceptionnel prive du co^ne tangent
de F est une feuille de F ; son holonomie est par de finition l ’holonomie
projective de F. A un lacet # de ?1(?&1(0)"C(F))(x=0, t=0) correspond un
germe de diffe omorphisme holomorphe h de la droite (t=0) de fini de la
fac on suivante.
v L’image d’un point x # (t=0) par le germe h est le point h(x) #
(t=0) extre mite du chemin construit en relevant le lacet # dans les feuilles
de F a partir du point x et suivant la fibration de Hopf
C 2  ?&1(0)&CP1
(x, t)  (0, t)
On obtient ainsi une repre sentation
HF : ?1(?&1(0)"C(F))(x=0, t=0)  Diff(C, 0)
a valeurs dans les germes de diffe omorphismes holomorphes de (C, 0) dont
l’image est le groupe d ’holonomie projective note HF .
Feuilletages irre ductibles. Rappelons qu’une application holomorphe
8: V1  V2 entre deux ouverts de C2 est sans e clatement si pour tout point
p de V2 , l’image re ciproque 8&1( p) est constitue e d’un nombre fini de
points de V1 . Ainsi le pli (x, y)  (x2, y) est sans e clatement alors que
l’application (x, y)  (xy, y) a de l’e clatement. On dit qu’un germe de
feuilletage holomorphe F est irre ductible si pour toute application
holomorphe 8 sans e clatement et tout germe de feuilletage holomorphe G
tels que F=8*G, l’application 8 est un germe de diffe omorphisme. Un
germe de feuilletage analytique a l’origine de R2 est dit irre ductible si son
complexifie l’est.
Inte grales premie res liouvilliennes. Soit C(x, y) le corps des fonctions
me romorphes a l’origine de C2 muni de la famille de de rivations
(x, y). Une extension liouvillienne du corps diffe rentiel (C(x, y);
(x, y)) est une extension diffe rentielle (K; 2) telle que (C(x, y);
(x, y))/(K1 ; 21)/ } } } /(Kn ; 2n)=(K; 2) ou
v le corps des constantes de (Ki ; 2i) est C et 2i Ki&1=2i&1;
v Ki=Ki&1(ti) est une extension diffe rentielle de Ki&1 de l’un des
trois types suivants.
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1. ti est alge brique sur Ki&1;
2. pour toute de rivation $ de 2i , $ti ti est e le ment de Ki&1;
3. pour toute de rivation $ de 2i , $ti est un e le ment de Ki&1 .
Une fonction liouvillienne est, par de finition, une fonction appartenant a
une extension liouvillienne de C(x, y).
Une inte grale premie re liouvillienne d’un germe | de 1-forme diffe ren-
tielle analytique en 0 # R2 est la donne e d’une fonction f liouvillienne (au
sens pre ce dent) qui satisfait |c 7 df=0, ou |c de signe le complexifie de |.
On peut ve rifier que la restriction de la partie re elle de f au plan R2 fournit
une inte grale premie re de |.
Remarque. On construit facilement des centres analytiques posse dant
des inte grales premie res liouvilliennes non analytiques a l’origine. Soient,
par exemple, f1 , f2 , ..., fp des germes de fonctions analytiques en 0 # R2
positives en dehors de 0, s’annulant en 0 et *1 , *2 , ..., *p des nombres re els
positifs. Les composantes connexes des niveaux de la fonction f=
f *11 f
*2
2 } } } f
*p
p forment un feuilletage F| d’e quation




pour lequel l’origine est un centre.
Cet article a e te e labore lors de se jours de M. Berthier et D. Cerveau
a l’IMPA de Rio et de D. Cerveau et A. Lins-Neto a l’Universite de
Montre al. Nous remercions ces deux institutions ainsi que R. Moussu qui
a expose nos re sultats en particulier lors de la confe rence inaugurale du
congre s de syste mes dynamiques a Rio en 1995.
5. FEUILLETAGES ANALYTIQUES RE ELS ET
HOLONOMIE PROJECTIVE
Nous e tudions dans ce paragraphe la correspondance qui a un groupe de
germes de diffe omorphismes holomorphes de (C, 0) associe un germe de
feuilletage analytique monodromique a l’origine de R2.
2.1. Holonomie projective et application premier retour de Poincare des
feuilletages analytiques re els monodromiques
Soit ?: C 2  C2, l’application d’e clatement de l’origine de C2. Nous
notons R 2=?&1(R2)"?&1(0) l’e clate strict de R2 ; son intersection avec le
diviseur exceptionnel ?&1(0) est un cercle S 1=R _ [] parame tre par la
coordonne e t. L’image re ciproque d’un voisinage V simplement connexe de
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Fig. 3. Le voisinage ?&1(V ) dans R 2
l’origine dans R2 est un voisinage ?&1(V) de S1 dans R 2 diffe omorphe a un
ruban de Moebius (Fig. 3).
Nous dirons qu’un feuilletage F e clate strict d’un germe F de feuilletage
holomorphe non dicritique a singularite isole e est sans singularite re elle, s’il
est sans singularite sur R 2 & ?&1(0). Cette condition e quivaut a ce que le
co^ne tangent C(F) de F n’intersecte pas le re el. Dans ce cas l’image h du
lacet R 2 & ?&1(0) par la repre sentation d’holonomie projective
HF : ?1(?&1(0)"C(F))(x=0, t=0)  Diff(C, 0)
est bien de finie comme germe de diffe omorphisme holomorphe de la trans-
versale (t=0) de C 2. Supposons dore navant, et pour toute la suite de ce
paragraphe, que le germe F est obtenu par complexification d’un germe de
feuilletage analytique re el F| a singularite isole e et admettant |=0 pour
e quation. Nous notons comme pre ce demment F=FC| . On ve rifie facile-
ment lorsque FC| se de singularise apre s un e clatement, que si F| est
monodromique alors FC| est sans singularite re elle, ce qui nous permet
d’appliquer ce qui pre ce de. La restriction du germe h a
R+ =[(x, 0) # C 2, x0]
est par construction la demi-application de Poincare supe rieure ; sa restric-
tion a
R& =[(x, 0) # C 2, x0]
est la demi-application de Poincare infe rieure. Ainsi l’application premier
retour de Poincare P=P& b P+ de F| est la restriction a R+ du compose
h b h. Tout ceci nous ame ne a e noncer la proposition suivante.
Proposition 2.1. Soient F| un germe de feuilletage analytique re el
monodromique d ’e quation |=0 et FC| le germe de feuilletage holomorphe
complexifie de F| . L’image h du lacet R 2 & ?&1(0) par la repre sentation
d ’holonomie projective HF|C ve rifie
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v la partie line aire h$(0) de h est ne gative.
v h est 2-pe riodique si et seulement si F| est a configuration centrale.
Le fait que FC| soit le complexifie de F| entraine l’existence d’une proprie te
‘‘d’invariance’’ pour le groupe d’holonomie projective HF|C . C’est cette
proprie te que nous de crivons maintenant.
L’espace C 2 est muni d’une involution antiholomorphe {~ telle que
{ b ?=? b {~ , ou { de signe l’involution antiholomorphe naturelle de C2. Dans
la carte (x, t), l’involution {~ s’e crit:
{~ (x, t)=(x , t ) .
Le feuilletage FC| est invariant par { et le feuilletage F
C
| , e clate strict de





invariant par la restriction de {~ a ?&1(0). Nous notons m1 , m2 , ..., mp ,
{~ (m1), {~ (m2), ..., {~ (mp) les points de C(FC|) en adoptant la convention
suivante : la partie imaginaire de t(mi), I (t(mi)), est strictement positive.
Fixons des lacets #1 , #2 , ..., #p issus du point (x=0, t=0), contenus dans
la partie I (t)0 de ?&1(0) et tels que l’indice de #i autour de mj soit $ij .
Soient hi , i=1, 2, ..., p les germes de diffe omorphismes images des classes
[#i] par la repre sentation HF|C et ki , i=1, 2, ..., p les germes de dif-
fe omorphismes images des classes [{~ (#i)]. Le lemme suivant est une conse -
quence imme diate de l’invariance de F C| par {~ .
Lemme 2.2. Les germes hi et ki ve rifient la relation
k i (x )=hi (x)
Remarque. Le diviseur ?&1(0) peut e^tre de compose en D 1 _ D 2 ou D1
et D2 sont les deux composantes connexes de ?&1(0)"(R 2 & ?&1(0)).
L’involution {~ restreinte a ?&1(0) e change D 1 et D 2 . Notons W i=p&1(D i)
le sature de D i par la fibration de Hopf p: C 2  ?&1(0). Le feuilletage F C|
apparait comme obtenu en recollant F C| W 1 avec {~ (F
C
| W 1) le long de la
varie te W 1 & W 2 sur laquelle F C| induit en restriction a R
2 le feuilletage
re el e clate strict de F| .
2.2. Construction de feuilletages analytiques re els monodromiques a
holonomie prescrite
Notre but ici est de de montrer le
The ore me 2.3. Soient h1 , h2 , ..., hp , p germes de diffe omorphismes holo-
morphes a l ’origine de C tels que le compose h=hp b hp&1 b } } } b h1 soit re el
avec h$(0)<0. Il existe un germe de feuilletage analytique re el monodromi-
que F| qui posse de les proprie te s suivantes.
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1. L’application premier retour de Poincare de F| est holomorphique-
ment conjugue e a h b h.
2. Le groupe d ’holonomie projective du germe de feuilletage
holomorphe FC| est holomorphiquement conjugue au groupe engendre par les
germes de diffe omorphismes holomorphes h1 , h2 , ..., hp et k1 , k2 , ..., kp , avec
k i (z )=hi (z).
3. Le germe de feuilletage F| est a configuration centrale si et seule-
ment si h est 2-pe riodique ( proposition 2.1).
Preuve. Donnons nous p germes de diffe omorphismes holomorphes h1 ,
h2 , ..., hp tels que le compose h=hp b hp&1 b ... b h1 soit re el, i.e. h(z )=h (z).
Notons ki les germes de diffe omorphismes de finis par ki (z)=h i (z ).
Le re sultat de re alisabilite e tabli dans [19] permet de lever l’hypothe se
de line arisabilite utilise e pour la construction de crite dans [12]. En repre-
nant cette dernie re, on montre qu’il existe un germe de feuilletage
holomorphe F a singularite isole e et non dicritique tel que:
v le co^ne tangent C(F) de F est forme de 2p singularite s non re elles
m1 , m2 , ..., mp et {~ (m1), {~ (m2), ..., {~ (mp) globalement invariante par la
restriction de {~ a ?&1(0) ;
v le groupe d’holonomie projective de F est engendre par les hi et
les ki (en remarquant que hp b hp&1 b } } } b h1 b k1 &1 b k2 &1 b } } } b k&1p =
h b h&1=id ).
On peut, de plus, choisir F pour qu’il se re duise apre s un seul e clatement
et qu’il soit compatible avec la fibration de Hopf: Il est transverse a cette
fibration en dehors des se paratrices issues des singularite s mi et {~ (mi) et ces
se paratrices sont des fibres de la fibration.
Nous allons montrer que le germe de feuilletage F est holomorphique-
ment conjugue a un feuilletage obtenu par complexification d ’un germe de
feuilletage analytique re el monodromique qui a une application premier
retour de Poincare holomorphiquement conjugue e a h b h.
Notons F le feuilletage holomorphe e clate strict de F et Satp(A) le
sature d’un ensemble A par la projection p: C 2  ?&1(0) de finissant la
fibration de Hopf.
Lemme 2.4. Il existe un voisinage U de ?&1(0) dans C 2 et une involution
antiholomorphe _~ de finie sur U & Satp(?&1(0)"C(F)) telle que _~ *F =F
(i.e. _~ pre serve le feuilletage F ).
Preuve du lemme. La restriction {~ 0 de {~ a la transversale (t=0) de C 2
est l’involution antiholomorphe qui associe au point (x, 0) le point (x , 0).
Pour obtenir _~ , il suffit de prolonger {~ 0 par la me thode des rele vements de
chemins ([13]).
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Fixons dans ce but un petit disque D0 de centre 0 et de rayon = dans la
droite (t=0). Soit (x, t) un point de C 2 tel que le point (0, t) ne soit pas
dans le co^ne tangent de F et soit #x un chemin dans ?&1(0)"C(F) reliant
les points (0, t) et (0, 0). Le releve #~ x de #x dans la feuille de F a partir du
point (x, t), et selon la fibration de Hopf, a pour extre mite le point (x#x , 0)
de la transversale t=0. En appliquant un nombre fini de fois le the ore me
de redressement des champs de vecteurs le long de #~ x , on ve rifie que si |x|
est suffisamment petit, x#x appartient a D0 . Nous de finissons _~ #x(x, t)
comme e tant l’extre mite du chemin obtenu en relevant dans les feuilles
de F le chemin ({~ (#x))&1 contenu dans ?&1(0)"C(F) a partir du point
(x#x , 0)=({~ 0(x#x), 0).
Pour justifier cette construction de _~ , il faut montrer que le point
_~ #x(x, t) ne de pend pas du chemin #x choisi. Soit #$x un second chemin dans
?&1(0) reliant les points (0, t) et (0, 0). Le compose :=#x &1.#$x est un lacet
dans ?&1(0) auquel correspond un e le ment h: du groupe d’holonomie pro-
jective de F. L’image _~ #$x(x, t) du point (x, t) est obtenue en relevant le
chemin ({~ (#$x))&1 a partir du point (x#$x , 0). Gra^ce a la proprie te
‘‘d’invariance$$ des ge ne rateurs de l’holonomie projective, on a
x#$x=h: (x#x)=h:(x#x) .
Ainsi _~ #$x(x, t) est aussi obtenu en relevant ({~ (#$x))
&1 a partir du point
h: (x#x). Puisque {~ (:)={~ (#
&1
x ) .{~ (#$x), on a _~ # x(x, t)=_~ #$x(x, t).
Lemme 2.5. L’involution antiholomorphe _~ se prolonge sur U .
Preuve du lemme. Les singularite s mi et {~ (mi) sont par construction
re duites (voir la de finition dans [5]) et il existe au moins deux se paratrices
locales (convergentes) de F adhe rentes a chacune d’elles. L’une de ces
se paratrices est le diviseur ?&1(0), l’autre est la droite t=t(mi) (ou
t=t({~ (mi)). Choisissons un point mi de C(F) (on raisonnerait de me^me
avec un point {~ (mi)) et distinguons plusieurs cas suivant la nature du rap-
port * des valeurs propres du champ XF de finissant F au voisinage de mi .
v La singularite mi est dans le domaine de Siegel, i.e. le rapport * est
re el ne gatif. L’ide e pour prolonger _~ est d’appliquer le the ore me d’extension
de Riemann. Il nous suffit donc de montrer que l’application holomorphe
9: (x, t) [ _~ b {~ (x, t) est borne e au voisinage de mi . En conside rant des
mode les locaux et en utilisant la proprie te d’ ‘‘invariance’’ des ge ne rateurs
d’holonomie, on ve rifie que le diffe omorphisme 9 est holomorphe sur
U mi"[mi] ou U mi de signe un voisinage de mi dans C
2 et qu’il conjugue F
a lui me^me. L’extension de coule alors de la proposition 2.1 de [14]
v Le rapport * n’est pas re el. On peut toujours line ariser de fac on
fibre e le feuilletage sur un voisinage de mi ([15]) et les feuilles issues d’une
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transversale t=constante saturent un voisinage de mi . On ve rifie facilement
que le diffe omorphisme 9 de fini ci-dessus est borne .
v * est re el positif. Puisque la singularite mi est re duite, ce rapport
n’est pas rationnel ([5]). Apre s line arisation fibre e, l’inte grale premie re
locale au voisinage de mi s’e crit (t&t(mi))x&*. L’involution _~ a pour
expression
_~ (x, t)=(x .(x, t), t )
ou . est antiholomorphe et .(0){0. La fonction (t&t(mi))
x&*(. )&* (x, t) obtenu par composition avec _~ et conjugaison est aussi
inte grale premie re de F au voisinage de {~ (mi). Le quotient
(t&t({~ (mi))) x&*(. ) &* (x, t)
(t&t(mi))x&*
=(. ) &* (x, t),
est holomorphe et constant sur les feuilles de F , donc constant (puisque *
est irrationnel). Ainsi _~ (x, t) est line aire et se laisse e tendre.
L’involution antiholomorphe _ de C2"[0] de finie par _ b ?=_~ se
prolonge par le the ore me d’Hartogs a l’origine. Par construction, F est
invariant par _. On a par ailleurs le lemme suivant.
Lemme 2.6. L’involution _ est holomorphiquement conjugue e a l ’involu-
tion standard {.
Preuve du lemme. Il suffit de constater que
(id+_ ) b _=_+_ b _=_ +id={ b (id+_).
Ainsi, a conjugaison holomorphe pre s, le feuilletage F est invariant par
l’involution { et apparait donc comme le complexifie d’un feuilletage
analytique re el, e videmment monodromique. Ceci ache ve la de monstration
du the ore me.
3. INTE GRALES PREMIE RES LIOUVILLIENNES
ET IRRE DUCTIBILITE
3.1. Inte grales premie res liouvilliennes et holonomie
Soit F0 un germe de feuilletage holomorphe en 0 # C2 d’e quation 0=0.
On suppose que l’origine est une singularite isole e. L’existence d’une
inte grale premie re liouvillienne pour 0 implique l’existence d’un facteur
inte grant ge ne ralise ([22]). Plus pre cise ment, on a le
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The ore me (Singer). Si le germe 0 posse de une inte grale premie re
liouvillienne, il existe un germe ’ de 1-forme me romorphe ferme e tel que
d0=’ 7 0.
Le the ore me qui suit ge ne ralise les re sultats de [13]et [5] concernant les
groupes line arisables de germes de diffe omorphismes holomorphes. Il s’agit
d’un e nonce de type ‘‘the orie de Galois diffe rentielle’’ pour des e quations
non line aires.
The ore me 3.2. Si le germe F0 posse de une inte grale premie re
liouvillienne et n’est pas dicritique, alors son groupe d ’holonomie projective
est re soluble.
Preuve. Soit 0 l’e clate divise de 0 dans la carte (x, t) de C 2 ([13]).
Par hypothe se, il existe une 1-forme me romorphe ferme e ’~ telle que








ou les fi sont des fonctions holomorphes, h est une fonction me romorphe
et les *i sont des nombres complexes non nuls. On peut donc de finir le
feuilletage F 0 en annulant la 1-forme ferme e multivalue e
;=
0








ou U est une unite , p est un entier et : appartient a C. La 1-forme ;0 jouit
de la proprie te suivante : si h est un e le ment du groupe d’holonomie projec-
tive de F0 , on doit avoir h*;0=ch;0 avec ch # C. Le reste de la de monstra-
tion consiste a trouver une forme normale pour ;0 permettant d’exploiter
ce fait.
Lemme 3.3. Il existe un nombre complexe # et une se rie formelle
V # C[[x]] tels que ;0=dG ou
G(x)=x#eV(x)xp.
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Preuve. En choisissant #=&:+p+1 et compte tenu de ce que la
de rive e G$(x) de G(x) a pour expression
G$(x)=\#x#&1+x# \V$(x)x p &
pV(x)
x p+1 ++ eV(x)xp,
l’e quation a re soudre s’e crit
e&U(x)xp=eV(x)xp(#x p+xV$(x)&pV(x)).
De composons V et U en V=V1+x pV2 et U=U1+x pU2 ou U1 et V1 sont
des polyno^mes de degre infe rieur a p; on obtient
e&U1xpe&U2=eV1xpeV2(#x p+x(V$1(x)+x pV$2(x)
+px p&1V2(x))&p(V1(x)+x pV2(x))).
En posant V1=&U1 , on se rame ne a re soudre en V2 l’e quation






et on ve rifie facilement que le groupe d’holonomie projective de F0 est





ck xk, #x p+xU$1&pU1= :
k0
ak xk.










On en de duit que b0=c0 a0{0 et
bm=
1
a0 \cm& :i1 aibm&i+ si mp,
bm=
1
a0 \cm& :i1 aibm&i&(m&p) bm&p+ si m>p.
Notons que la solution que l’on obtient ne converge a priori pas.
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Lemme 3.4. Il existe un diffe omorphisme formel : x  x,(x) avec
,(0)=(&pV(0))1p tel que G b (x)=x#e&1px p.













Puisque Ey (0, (&pV(0))1p)=(&pV(0))p&1p){0, on peut re soudre en
la variable y l’e quation implicite E(x, y)=0.
On peut relire l’e nonce du lemme qui pre ce de de la fac on suivante : le
germe de 1-forme ;0 est formellement conjugue au germe de diffe rentielle
exacte dG. Ceci permet d’affirmer que le groupe d’holonomie projective de
F0 est formellement conjugue a un groupe de germes de diffe omorphismes
holomorphes laissant la diffe rentielle de G invariante a constante pre s.
Pour obtenir le re sultat cherche , il suffit de prouver que ce dernier groupe
est re soluble ; notons le Inv(G).
De deux choses l’une :
v soit Inv(G) est abe lien ;
v soit Inv(G) n’est pas abe lien et alors Inv(G) est re soluble si et seule-
ment si son premier groupe de rive D1Inv(G) est re soluble.
Supposons Inv(G) non abe lien. Le groupe D1Inv(G) est forme de germes de
diffe omorphismes tangents a l’identite . On en de duit que si h appartient a
D1 Inv(G) alors il existe un nombre complexe ch tel que
h#(x) exp \ &1php(x)+=chx# exp \
&1
px p+ .
Cette e quation entraine l’e galite suivante :
h*|#, p=|#, p





Il suffit alors d’utiliser les re sultats de [6] pour conclure que D1 Inv(G) est
re soluble.
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3.2. Un crite re d ’irre ductibilite
Le but de ce paragraphe est d’e tablir un crite re d’irre ductibilite pour un
germe F0 de feuilletage holomorphe a l’origine de C
2 d’e quation 0=0.
On montre facilement qu’une transformation rationnelle R de CP1 telle
qu’il existe trois points distincts p1 , p2 et p3 pour lesquels R&1(R( pi))=pi ,
est une transformation de Moebius, i.e. un diffe omorphisme de CP1 .
L’e nonce suivant est a rapprocher de ce fait.
The ore me 3.5. Soit F: C2, 0  C2, 0, une application holomorphe sans
e clatement. S ’il existe des courbes #i , i=1, 2, 3, lisses et deux a deux trans-
verses telles que F &1(F(#i))=#i , alors F est un diffe omorphisme.
Preuve. On peut supposer sans perdre de ge ne ralite que les courbes #i
sont donne es par
#1=( y=0), #2=(x=0), #3=( y=x).
Soit fi=0 une e quation irre ductible de 1i=F(#i). Par hypothe se la fonc-
tion fi b F ne s’annule que sur #i ; il existe donc des unite s Ui et des entiers
qi tels que
f1 b F=yq1U1 , f2 b F=xq2U2 , f3 b F=( y&x)q3 U3 .
En particulier, on a l’e galite suivante entre matrices jacobiennes
Jac(( f1 , f2) b F) Jac(F )=Jac( yq1U1 , xq2U2).
Puisque























les ze ros du de terminant jacobien Det(Jac(F )) sont contenus dans l’union
des courbes #1 et #2 . Il en va de me^me pour tout couple (i, j) # [1, 2, 3]2,
i{j. Ainsi le de terminant jacobien de F ne s’annule que sur l’intersection
des courbes #i , i=1, 2, 3, qui est re duite a 0. Ceci prouve que Jac(F ) doit
e^tre une unite .
Remarque. L’hypothe se sans e clatement peut e^tre remplace e par ‘‘les
F(#i) sont des courbes’’.
Comme corollaire du re sultat pre ce dent, on obtient le crite re d’irre duc-
tibilite suivant.
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The ore me 3.6. Soit F0 un germe de feuilletage holomorphe en 0 # C2
d ’e quation 0=0 a singularite isole e en 0. On suppose que F0 posse de k
se paratrices lisses #i , k3, qui sont deux a deux transverses. On suppose de
plus que les ge ne rateurs d ’holonomie des feuilles #i "[0] ont leur partie
line aire inde pendantes sur Z, i.e. s’il existe deux entiers relatifs ri et rj tels
que hi$ (0)ri=hj$ (0)rj avec i{j, alors ri=rj=0. Sous ces hypothe ses, F0 est
un feuilletage irre ductible.
Preuve. Soient F: C2, 0  C2, 0 une application sans e clatement et F’
un germe de feuilletage holomorphe en 0 # C2 d’e quation ’=0 tels que
F0=F*F’ . Notons 1i=F(#i) les images par F des courbes #i .
Remarquons tout d’abord que les 1i sont des se paratrices de F’ . En effet,
en un point ge ne rique mi de #i , la restriction F#i est un diffe omorphisme
local et l’e quation ’=0 de F’ au voisinage de Mi=F(mi) de finit par image
re ciproque une e quation F*’=0 de F0 au voisinage de mi . Puisque
1i*’=#i*F*’, la restriction de ’ a 1i est identiquement nulle.
Montrons maintenant que pour chaque i, l’image re ciproque F &1(1i) est
une union de se paratrices de F0 . Nous raisonnons par l’absurde. Soit # une
branche de F &1(1i) qui n’est pas se paratrice de F0 . Pour un choix ge ne ri-
que de m dans #, on peut supposer F0 transverse a # et
v F0 (resp. #) admet dx=0 (resp. y=0) comme e quation locale en m,
v F’ (resp. 1i) admet dy=0 (resp. y=0) comme e quation locale en
M=F(m).
Dans ces coordonne es, F s’e crit F(x, y)=(X(x, y), Y(x, y)) avec Y(x, 0)#0
puisque F( y=0)=( y=0). Par ailleurs, comme F*F’=F0 , on a
dY 7 dx=0 et F(x, y)=(X(x, y), Y(x)). On en de duit que F est de rang 1
et a de l’e clatement, d’ou une contradiction avec les hypothe ses. Finale-
ment, pour chaque i, l’image re ciproque F &1(1i) de 1i est une union de
courbes #j .
Soient alors 1 une se paratrice de F’ et h un ge ne rateur de son
holonomie. S’il existe deux indices i et j tels que 1=F(#i)=F(#j) alors,
quitte a changer le ge ne rateur hi (resp. hj) d’holonomie de #i (resp. #j) en
h&1i (resp. h
&1
j ), on a
hl (xl)=Hl (xpll )
1pl, pl # N, l=i, j,
ou xl de signe une coordonne e et Hl est le germe de diffe omorphisme
obtenu en composant ql fois h, ql # Z. En particulier,
hl$ (0)=h$(0)ql pl et hi$ (0)pi qj=hj$ (0)pjqi,
ce qui est contraire aux hypothe ses. On a donc F &1(F(#i))=#i , pour
i=1, 2, ..., k.
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4. APPLICATIONS AU PROBLE ME DU CENTRE
Nous allons utiliser les re sultats des paragraphes 2 et 3 pour construire
un germe de feuilletage analytique re el a configuration centrale irre ductible
et sans inte grale premie re de type Liouville.
4.1. Un the ore me d ’existence
Nous commenc ons par quelques conside rations sur les groupes de
germes de diffe omorphismes holomorphes de (C, 0). Le the ore me re cent
suivant est du^ a S. Cohen ([7]).
The ore me 4.1. Soit p un entier supe rieur a 1. Les applications
holomorphes z [ z+1 et z [ zp engendrent un groupe libre de rang deux.
En conjuguant ces applications par l’inversion z [ 1z, on obtient le







engendrent un groupe libre de rang deux.
Remarque. On aurait pu s’attendre a ce que l’existence d’une se paratrice
commune a tous les e le ments du groupe force l’existence de relations. Le
re sultat pre ce dent montre que ce n’est pas le cas.
Corollaire 4.3. Le groupe G*, + engendre par les germes de dif-
fe omorphismes *l1 et +lp est libre pour un ensemble de couples (*, +) re siduel
dans C*_C*.
Preuve. Pour le ve rifier, conside rons un mot m en *l1 , +lp , (*l1)&1 et
(+lp)&1. Les coefficients ck(m, *, +) du germe de diffe omorphisme
z [ m(z)=ck(m, *, +)zk sont des fonctions rationnelles en * et + et
l’ensemble
7(m)=[(*, +), c1(m, *, +)=1, ck(m, *, +)=0 \k>1]
est une intersection de nombrable de ferme s. Tous ces ferme s sont
d’inte rieur vide puisque le point (*=1, +=1) est dans le comple mentaire
de chacun d’eux. On en de duit que le groupe G*, + est libre pour (*, +)
appartenant a une intersection de nombrable d’ouverts denses de C*_C*.
Nous sommes en mesure de prouver le
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The ore me 4.4. Il existe des germes de feuilletages analytiques re els a
configuration centrale qui sont irre ductibles et sans inte grale premie re de type
Liouville.
Preuve. Notons h1 le germe *l1 et h2 le germe +lp , p>1. Soit h3 le
germe de diffe omorphisme holomorphe tel que
h1 b h2 b h3(z)=&z .
D’apre s le the ore me 2.3, il existe un germe de feuilletage analytique F| a
l’origine de R2 qui posse de les proprie te s suivantes.
v L’origine est un centre de F| .
v Le groupe d’holonomie projective HF|C du germe de feuilletage
holomorphe FC| est holomorphiquement conjugue au groupe engendre par
les germes de diffe omorphismes holomorphes h1 , h2 , h3 et les germes k1 ,
k2 , k3 ve rifiant ki (z)=h i (z ).
Puisque le groupe HF|C contient le sous groupe libre G*, + et compte tenu
du the ore me 3.2, le germe F| ne posse de pas d’inte grale premie re
liouvillienne.
Par ailleurs, notons #1 , #2 , #3 , # 1 , # 2 , # 3 les se paratrices de F0 et f1 , f2 ,
f3 (resp. f1, f2, f3) les germes de diffe omorphismes d’holonomie des feuilles
#1"[0], #2 "[0] et #3[0] (resp. # 1"[0], # 2"[0] et # 3"[0]). On a
f $1 (0)=e&4?
2log *, f $2(0)=e&4?
2log +, f $3(0)=e&4?
2&log(&*)&log +.
Si * et + sont choisis ge ne riquement, les hi$(0) sont multiplicativement inde -
pendants sur Z. D’apre s le crite re 3.6 le feuilletage F| est irre ductible.
Il est possible de se limiter, dans la construction pre ce dente, au cas ou FC|
ne posse de que 4 se paratrices. Pour cela, on a besoin de la proposition suivante.
Proposition 4.5. Il existe un nombre complexe * non nul et un germe . de
diffe omorphisme analytique a l’origine de R2 tels que le groupe engendre par les
germes de diffe omorphismes holomorphes z[ *.(z) et z [ * .(z) soit libre.




et soit *0=ei%0, %0 # [0, 2?], un nombre complexe de module 1. On obtient
par un calcul e le mentaire, l’e galite suivante:
*0z
1&=(1&*0)z
== b *0 b &1= (z).
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est analytiquement conjugue au groupe engendre par *0z et . ou . est


















lorsque %0 tend vers 2? par valeurs infe rieures. Puisque z1&iz et
z(1+z2)12 engendrent un groupe libre (the ore me 1.5 de [7]), il existe des
valeurs de %0 et =, = # R, pour lesquelles le groupe G*0 , = est libre. Ceci
de montre que, pour ces me^mes valeurs de %0 , les diffe omorphismes *0z
et ., et par conse quent *20z et *0., engendrent un groupe libre.
Pour terminer la preuve, il suffit de remarquer que lorsque le parame tre
*=rei% tend vers *0 , le diffe omorphisme (** )z (resp. *.) tend vers *20z
(resp. *0.). Ainsi, il existe des valeurs de * pour lesquelles le groupe engen-
dre par (** )z et *. est un groupe libre.
Revenons a la construction. Soient h1(z)=*.(z) ou * et . sont comme
pre ce demment, et h2 tel que
h1 b h2(z)=&z.
Notons k1 et k2 les diffe omorphismes de finis par k1(z)=h 1(z )=* .(z) et
k2(z)=h 2(z ). En reprenant le calcul du paragraphe pre ce dent, on montre
qu’une relation multiplicative sur Z entre les parties line aires f $1(0), f $2(0)
et f $1(0) des holonomies de FC0 est impossible si r et % sont choisis ge ne ri-
quement.
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4.2. Consequences ge ome triques
Le the ore me suivant du^ a Nakai donne une description comple te de la
dynamique des groupes non re solubles de germes de diffe omorphismes
holomorphes a l’origine de C ([18]).
The ore me 4.6. Soit G un groupe non re soluble de germes de diffe o-
morphismes holomorphes a l ’origine de C. On a l ’alternative:
(1) soit G agit dense ment sur (C, 0)"[0],
(2) soit G posse de un nombre fini de se paratrices #1 , #2 ,..., #n , telles
que l ’union #=#1 _ #2 _ } } } _ #n _ [0] soit holomorphiquement conjugue e
a l ’ensemble Re(zn)=0. Dans ce dernier cas G agit dense ment sur chaque
composante connexe des se paratrices et sur chaque composante connexe du
comple ment de # dans C, 0.
Remarque. Lorsque le groupe G est constitue de germes complexifie s
de germes analytiques re els, les orbites de G sont denses dans chaque
composante connexe de (R, 0)"[0].
Reprenons les notations et la construction du paragraphe 4.1. D’apre s le
the ore me 2.3, il existe un germe de feuilletage analytique F| a configura-
tion centrale tel que le groupe d’holonomie projective HF|C soit engendre
par les germes:
v l1 , lp et l tel que l1 b lp b l(z)= &z;
v k1 , kp et k tels que k 1(z )=l1(z), k p(z )=lp(z) et k (z )=l(z).
Le groupe G1, 1 pre serve le re el et ses orbites sont denses dans (R, 0)"[0].
On en de duit que la trace re elle (quand elle existe) d’une feuille de FC| est
constitue e d’un ensemble de cycles denses dans (R2, 0) prive de l’origine. Il
est possible de ve rifier que tous ces cycles sont inde pendants en homologie.
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